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Reflection Phenomena of Torsional Alfvén Waves in Inhomogeneous Magnetic Fields

The propagation of torsional Alfén waves in a cylindrical plasma is investigated. Superimposed
on the plasma are various types of spatially inhomogeneous axisymmetric magnetic fields. Charac-
teristic examples are: in the direction of propagation spatially decreasing, increasing and peri-
odically modulated magnetic fields. The wave lengths are of the same order of magnitude as the
characteristic lengths of the inhomogeneities. Strong reflection is observed which depends on wave
frequency and strength of the field inhomogeneity. There exists good agreement between experi-

mental results and numerical calculations.

1. Einleitung

Magnetfelder, wie sie zum Einschluf} von Plasmen
verwendet werden, weisen mehr oder minder starke
Feldinhomogenititen auf. Fir Plasmawellen, deren
Wellenldangen im Bereich der charakteristischen Lén-
ge der Feldinhomogenitit liegen, werden analog zur
Wellenoptik starke Auswirkungen der Inhomogeni-
tit auf die Wellenausbreitung erwartet. Alfvénwellen
konnen in experimentellen Plasmen derartige Wel-
lenlidngen besitzen. In homogenen Magnetfeldern lie-
gen fiir Alfvénwellen zahlreiche theoretische und ex-
perimentelle Untersuchungen vor !~°. Fiir den Fall
inhomogener Felder hingegen existieren theoretische
und experimentelle Arbeiten nur fir Sonder-
falle 10715,

In der vorliegenden Arbeit werden fiir den Fall
zylindersymmetrischer ~Magnetfeldinhomogenititen
die axiale Ausbreitung, Dampfung und Reflexion
von Torsions-Alfvénwellen nachgewiesen und mit
numerischen Ergebnissen verglichen, denen die ex-
perimentell vorhandenen Magnetfeldkonfigurationen
zugrunde liegen. Uber erste Untersuchungen hierzu
wurde bereits berichtet 16.

2. Experimentelle Anordnung PLASMAUS 17-19

Als Medium fiir die Wellenausbreitung dient ein
zylindrisches Wasserstoffplasma von 1 m Lange und
4,5 cm Durchmesser. Die Elektronendichte wurde
spektroskopisch aus der Verbreiterung der Hy-Linie
sowie durch Messungen mit elektrischen Doppelson-
den zu 2-10%% cm™3 bestimmt, die Elektronentem-

Sonderdruckanforderungen an Institut fiir Plasmafor-
schung, Universitat Stuttgart, D-7000 Stuttgart 80, Pfaf-
fenwaldring 31.

peratur von etwa 3 eV wurde spektroskopisch aus
dem Intensitdtsverhaltnis von Hz zum Kontinuum
und durch Leitfahigkeitsmessungen ermittelt. Die
Plasmasaule wird fiir 200 us aufrechterhalten durch
einen Lingsstrom von 3 kA. Das axial homogene
Magnetfeld betrigt maximal 10kG, die angefiihrten
Ergebnisse wurden bei einem axial homogenen
Grundfeld von 4 kG gewonnen. Durch geeignete Zu-
satzspulen konnten drei charakteristische Falle der
Magnetfeldinhomogenitit erzeugt werden. Diese sind
in Ausbreitungsrichtung der Welle a) abnehmendes,
b) zunehmendes und c) rdumlich periodisch modu-
liertes Magnetfeld.

Die axialsymmetrische (m =0) Torsions-Alfvén-
Welle wird von einer koaxialen Antenne emittiert.
Durch die impulsfé6rmige Anregung erhalt man ein
Frequenzspektrum der Wellen im Bereich von 0,1 bis
1,5 MHz. Mit Hilfe von magnetischen Sonden wurde
das radiale Profil des Wellenfeldes in axialer Rich-
tung verfolgt. Dabei wird numerisch eine Fourier-
Zerlegung der aufgezeichneten Wellenimpulse nach

Amplitude und Phase durchgefiihrt.

3. Theorie

Ausgangspunkt sind die linearisierten Gleichungen
der Magnetohydrodynamik. Dies sind
a) die Maxwellschen Gleichungen:

rot B =i, (1)
rot € = — 3B/, (2)
b) die Bewegungsgleichung:
00(30/3d) = x By, (3)
c¢) das Ohmsche Gesetz fir o < wp., 0 < w:
C+oxBy=m,j. (4)
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¥, ist der Tensor des spezifischen elektrischen Wider- / 9 Bz, 0 By, By
stands. In einem inhomogenen Magnetfeld der Form B} B§

BOr(r 2)

! : - = 2 0 :

By = 0 | mit B3= B + B2, wobei divB,=0 Mo =70 0 2 (3)

By _ B By, 0o 2 Bo.
: 3 2 B2
ist, gilt: Bj B

Dabei ist 7, die Komponente parallel zum Magnetfeld.

Fiir den axialsymmetrischen Fall (m =0) kann aus den obigen Gleichungen fiir das magnetische Wellen-
feld B(r,t) mit dem Ansatz B(r, 1) =B (r, z) e” ! eine Wellengleichung abgeleitet werden. Fiir die azimu-
tale Komponente B, (r,z) (Torsions-Alfvén-Welle) folgt:

IR I
+M—020 5(2 Boz—aa—z302+30, %BO,JFBO, 58; BOZ)%BW
R

Der von Woods 2° eingefiihrte komplexe Faktor S berticksichtigt die Ankopplung von Neutralgas.

Zur Losung der obigen Differentialgleichung wird
fiir den radialen Verlauf von B, eine Reihenentwick-
lung nach Bessel-Funktionen durchgefiihrt (Methode
des gewichteten Residuums), wobei fiir die numeri-
schen Rechnungen der angegebenen Beispiele zur
Vereinfachung nur der erste Term der Reihenentwick-
lung verwendet wurde: B,(r,z) =B, (z) -J;(fyr)
mit der Bessel-Funktion erster Ordnung J,, der
radialen Wellenzahl §; = a,/R, a; = 1. Nullstelle von
J1 s R =Plasmaradius.

Nach radialer Integration erhilt man die Wellen-
gleichung fiir die Ausbreitung in axialer Richtung:
d? B d
e L (2) +a,(2) E;Bq,(z) +a5(z)B,(z) =0.

(7)

Die von der axialen Koordinate z abhéngigen Koeffi-
zienten a, (z) und a,(z) bestimmen die Ausbreitungs-
eigenschaften der Welle. Sie sind durch die Plasma-
parameter und den radialen und axialen Verlauf des
aulleren Magnetfeldes B, (r, z) bestimmt.

Bei der numerischen Losung der Gl. (7) werden
die dem Experiment zugrunde liegenden Magnetfeld-
konfigurationen verwendet, wie sie sich aus der Lage
und Strombelegung der eingesetzten Spulensegmente
rechnerisch ergeben.

B, (z) ist eine komplexe Grofle und im homoge-
nen Magnetfeld proportional zu e??. Im axial in-
homogenen Fall ergeben sich Abweichungen vom
et*2.Verlauf, die als Reflexion und stehende Wellen

interpretiert werden konnen.

Qualitativ kann das Reflexionsverhalten beschrie-
ben werden mit Hilfe einer ebenen Welle, die gegen
eine Grenzfliche zwischen zwei Medien mit unter-
schiedlichen Brechungsindices n; und n, anlauft, wie
es in Abb. 1 skizziert ist. Dieses Modell einer Dis-
kontinuitatsstelle ist dann zutreffend, wenn die Wel-
lenldnge grof} ist im Vergleich zum inhomogenen
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Abb. 1. Reflexion einer ebenen Welle an einer Grenzebene
zwischen zwei Medien fiir die Fille n, <n, und n; > n,.
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Ubergangsbereich. Nach den Fresnelschen Formeln
der Optik ergibt sich fir den Vektor des magneti-
schen Wellenfeldes bei der Reflexion an einem Me-
dium mit niedrigerem Brechungsindex (n;>n,) ein
Phasensprung von 180°. Man erhilt daher unter
diesen Bedingungen eine Verringerung der Gesamt-
amplitude des magnetischen Feldvektors vor der
Reflexionsstelle. Der umgekehrte Fall tritt fiir n, <n,
auf.

4. Ergebnisse

Der Einflul}l von Inhomogenitaten des Magnetfel-
des auf die Form der mit Magnetsonden gemessenen
azimutalen Komponente des magnetischen Wellen-
feldes B, ist in Abb. 2 zu erkennen. Abgebildet sind
die im Abstand z= 7,5 cm von der Antenne bei ver-
schiedenen Radien aufgenommenen Oszillogramme
der Sondensignale fiir drei verschiedene Feldkon-
figurationen. Jeder Einzelimpuls besteht aus drei
iibereinander belichteten Bildern, dies weist auf die
ausgezeichnete Reproduzierbarkeit der Experimente
hin. Aus Abb. 2 ist zu entnehmen, daf} die Form der
Wellensignale bei homogenem und schwach inhomo-
genem Magnetfeld anndhernd gleich ist, wohingegen
bei starker Feldinhomogenitit deutliche Interferenz-
erscheinungen zu erkennen sind. Um das Frequenz-
verhalten zu analysieren, wurden die Signale der
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obigen Form numerisch nach Amplitude und Phase
Fourier-zerlegt. Auf diese Weise erhélt man das als
Beispiel in Abb. 3 fir die Frequenz o =2-108s71
dargestellte radiale und axiale Verhalten der Wellen-
amplitude B, (r,z). Auch hier sind deutliche Inter-
ferenzerscheinungen, verbunden mit Amplitudenerhé-
hungen vor dem inhomogenen Magnetfeldbereich, im
Fall starker Feldinhomogenitit sichtbar. Ferner ist
zu erkennen, daf} in der Nahe der Antenne (z=0)
hohere radiale Moden auftreten. Diese sind jedoch
axial starker geddmpft, so dall nach etwa 7,5 cm
hauptséchlich nur noch die Grundmode auftritt. Zu-
satzlich ist der Einfluf dieser héheren radialen
Moden besonders gering, wenn man die Amplituden-
werte bei r=0,8 cm, dem radialen Maximum der
Grundmode, miteinander vergleicht. Dies ist in
Abb. 4 durchgefiihrt, in der das axiale Verhalten des
normierten Verlaufs von B, (r=0,8cm,z) fiir die
Frequenz @ = 2-10%s™! und die Feldkonfigurationen
der Abb. 3 dargestellt ist. Eine direkte Auswirkung
der Feldinhomogenitét zeigte sich in unserer Anord-
nung auch im effektiven Plasmaradius R. So ergab
sich die gezeigte gute Ubereinstimmung zwischen
experimentellen Werten und numerisch berechnetem
Verlauf dann, wenn der Radius des Plasmas im
homogenen Magnetfeld mit R=1,7 cm, im Fall ge-
ringer Feldabnahme mit R =1,8 cm und bei starker
Feldabschwichung mit R = 2,2 cm angenommen wur-

.

\ i
1,2 — 1 "
| A ¥
[ ] [ i

0,8

v
06 \ LN

Vs

/
0.4 T = ’I Y \
0,2 0,5 us/Tlg.
| ; = T !

homogenes Magnetfeld

Feldverhdltnis 1,8:1

Feldverhdaltnis 15:1

Abb, 2. Magnetsondensignale dB,/d¢ im Abstand z=7,5cm von der Antenne.
(Unterschiedliche Empfindlichkeiten.)
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Abb. 3. Rédumliches Wellenfeld By, (r, z) fiir verschiedene Magnetfeldkonfigurationen.
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Abb. 4. Berechneter und gemessener axialer Verlauf der
Wellenamplitude in einem abnehmenden Magnetfeld (w=
2-10%s~1).,

de. Dieser effektive Radius beriicksichtigt die Ande-
rung des Dichte- und Temperaturprofils infolge Ein-
schniirung oder Aufweitung der Plasmasdule bei
axial anwachsendem bzw. abnehmendem Magnetfeld.
Prinzipiell ist es jedoch auch méglich, bei festem
Plasmaradius diese Profilinderungen in die dann
aufwendigere Rechnung direkt einzugeben. Ersicht-
lich ist der Einfluf} des effektiven Plasmaradius auch
an der unterschiedlichen Dampfung der Wellen in
den verschiedenen Feldkonfigurationen, da sie pro-
portional zum Quadrat der radialen Wellenzahl
p,=a,/R ist17. Zur numerischen Rechnung wurde
der spezifische elektrische Widerstand 7)o =1,5-1072
Q-cm und die Elektronendichte n.=2-101%cm™3
eingesetzt. Bei der Berechnung des Faktors S in

Gl. (6) wurde ein Ionisationsgrad von 80% gewihlt.
Mit einer StoBfrequenz fiir Impulsaustausch von
2:107s™1 (s. 17) erhilt man dann einen mittleren
Wert von S = 1,25+ 0,03 1.

Eine Abweichung vom exponentiellen axialen Am-
plitudenabfall beginnt im Vorfeld starker Feldinho-
mogenitit infolge von Teilreflexion der Welle an
dem inhomogenen Ubergangsbereich. In einem
schwach inhomogenen Magnetfeld wird theoretisch
und experimentell keine Abweichung von der expo-
nentiellen Abnahme der Amplitude gefunden, daher
konnte von Lehane und Paolini ?! keine Reflexion
der Torsions-Alfvén-Wellen festgestellt werden. In
ihrem Experiment lag nur eine schwache Feldinho-
mogenitit vor.
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Abb. 5. Berechneter und gemessener axialer Verlauf der
Wellenamplitude in einem abnehmenden Magnetfeld (w=
6-108s—1).
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Im Fall des abnehmenden Magnetfeldes nihert
man sich fiir hohere Frequenzen im inhomogenen
Feldbereich der lokalen Ionenzyklotronfrequenz, bei
der eine starke Absorption der Welle erfolgt 22. Dies
ist am Beispiel der Frequenz @ = 6-106s™1 in Abb. 5
veranschaulicht. Die Messung der Wellenausbreitung
ergibt eine sehr starke Dampfung fiir @ — @jokal -
Da in der hier verwendeten Form der Rechnungen
der Halleffekt und damit Ionenzyklotronresonanz-
effekte vernachlédssigt wurden, ist im hinteren Teil
des inhomogenen Magnetfeldbereichs eine Uberein-
stimmung zwischen Rechnung und Experiment nicht
mehr gegeben. Cramer !> konnte fiir seinen speziel-
len Fall diese starke Ddmpfung theoretisch zeigen.

Auch in einem axial ansteigenden Magnetfeld tritt
eine Reflexion der Torsions-Alfvén-Wellen auf, je-
doch erfolgt hier fiir niedrige Frequenzen, d. h. grof3e
Wellenlidngen, die Reflexion der magnetischen Wel-
lenfeldkomponente B, gegenphasig, da die Wellen
von einem Gebiet mit héherem Brechungsindex in
ein solches mit niedrigerem Brechungsindex laufen
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Abb. 6. Berechneter und gemessener axialer Verlauf der
Wellenamplitude in einem ansteigenden Magnetfeld [a)
®=2-10%s"1, b) w=6-108s"1].
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und der Ubergangsbereich kurz ist im Vergleich zur
Wellenliinge. In diesem Fall fiihrt die Uberlagerung
von fortschreitender und reflektierter Welle zu einer
Teilausloschung vor der Reflexionszone, wie in
Abb. 6 fur die Frequenz o =2-10%s™1 ersichtlich
ist. Fiir hohere Frequenzen ist die Wellenldnge von
der GroBe des inhomogenen Ubergangsbereichs. Hier
erhilt man in Ubereinstimmung mit den numerischen
Rechnungen eine Amplitudenerhhung (Abb. 6,
»=06-10%s"1). Fir die Fille eines ansteigenden
Magnetfeldes wurde in den Rechnungen der effek-
tive Radius der Plasmasédule mit R=1,5 ¢cm und der
spezifische elektrische Widerstand mit #),=1-10"2
£ cm angenommen.

Eine starke Beeinflussung der Wellenausbreitung
durch Reflexionsphdnomene wird vor allem in einem
raumlich periodisch modulierten Magnetfeld erwar-
tet, da dieser Fall eine rdumliche Folge der oben
beschriebenen beiden Magnetfeldtypen darstellt.
Diese beglinstigen die Ausbildung von stehenden
Wellen, die sich, abhingig von der Leitfahigkeit, der
einlaufenden Welle tiberlagern. Dieser Effekt kommt
besonders stark zur Geltung, wenn die Wellenlidnge
doppelt so grof} ist wie die Modulationsldnge des
raumlich periodisch modulierten Magnetfeldes. Na-
hert man im Fall eines solchen Feldes die Differen-
tialgleichung (7) durch die Gleichung

2

d
—(E?B,,+k02(l+£sinwz)_23,p:0

2 S
mit k%= 0)7/1%29_0 (8)
0
oder fiir ¢ < 1 durch

2

%Bw+k02(l—2esinwz) B,=0 (9)
an, so ist dies die Form der Mathieuschen Differen-
tialgleichung. Fiir w =2k, (rdumlich parametrische
Resonanz) tritt fiir den idealisierten Fall [Gl. (9)]
das erste verbotene Band (“stop band”) auf, in dem
keine Wellenausbreitung moglich ist. Bei der unter-
suchten Ausbreitung der Wellen im dissipativen Me-
dium mit endlicher Modulationsldnge sind daher fiir
w =2k, verstirkte Reflexionen und Modulationen
zu erwarten. Im Experiment wird diese Struktur
durch periodisch angebrachte Spulen erzeugt.

In Abb. 7 ist der gemessene axiale Verlauf der Wel-
lenamplitude B, fiir verschiedene Frequenzen, d. h.
Wellenldngen, dargestellt, ausgehend vom auf 1 nor-
mierten Wert bei z= 5 cm. Das Grundmagnetfeld be-
tragt 3kG, die Starke der Modulation * 1 kG mit einer
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Abb. 7. Gemessener axialer Verlauf der Wellenamplitude

in einem rdumlich periodisch modulierten Magnetfeld.

Modulationslidnge von 10 cm. Man erkennt das aus-
gepragte Resonanzverhalten bei der Welle mit der
Frequenz @ =2-10%s7!, deren Wellenldnge unter
den vorliegenden experimentellen Bedingungen ca.
20 cm betrdgt. Bei der theoretischen Behandlung
nach Gl. (7) erhilt man fiir den obigen Fall zu
kleine Amplitudenwerte. Dies wird darauf zuriick-

0 5 10 15 20 zlem] 25

Abb. 8. Berechneter axialer Verlauf der Wellenamplitude
in einem rdumlich periodisch modulierten Magnetfeld.
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gefiihrt, daB mit einer Modulation des Magnetfeldes
gleichzeitig eine Modulation der Plasmaparameter,
wie z. B. Dichte, Temperatur, Leitfahigkeit, verbun-
den ist, was in den obigen Gleichungen nicht bertick-
sichtigt wurde. Diese Effekte kann man teilweise in
der Rechnung summarisch durch eine iiberhhte
Modulation des Magnetfeldes erfassen. Ein nume-
risch nach Gl. (7) gerechnetes Beispiel mit der star-
ken Magnetfeldmodulation von +83% ist in Abb. 8
gezeigt, hier ist fiir die Frequenz w =4-106s71 die
Resonanzbedingung mit verstirkter Amplituden-
modulation erfiillt. Beim Vergleich der Ergebnisse
fiir verschiedene Frequenzen ist zu beachten, daf}
auch im homogenen Fall die Ddmpfung mit wach-
sender Frequenz zunimmt.

5. Zusammenfassung

In einem zylindrischen axialsymmetrischen Plas.
ma wurde die Ausbreitung von Torsions-Alfvén-
Wellen experimentell und theoretisch untersucht. Es
wurde gezeigt, da} raumliche Magnetfeldinhomogeni-
tdten einen starken Einfluf} auf das Ausbreitungsver-
halten ausiiben. Dies wurde an drei charakteristi-
schen Beispielen aufgezeigt. Die Ergebnisse sind
jedoch auch fiir allgemeine Magnetfeldstrukturen,
wie sie z. B. in Fusionsmaschinen auftreten, von Be-
deutung.
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